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Практика показывает, что преобладающими 
на машиностроительных производствах являют­
ся линейные и угловые измерения, которые, как 
правило, считаются координатными. Сущность 
координатных измерений заключается в после­
довательном нахождении координат нужного 
числа точек в принятой системе координат и 
последующей обработке этой информации.
Эффективность координатных измерений 
определяется выбором минимально необходи­
мого количества точек, достаточного для полу­
чения достоверной информации об измеряемой 
поверхности.
Современные методики контроля цилиндри­
ческих и конических поверхностей построены 
на предположении, что мы имеем дело с идеаль­
ными объектами, поперечное сечение кото­
рых представляет собой идеальную окружность 
(рис. 1). Точность измерения в данном случае 
определяется точностью нахождения координат 
центра и радиуса окружности.
Известно аналитическое решение задачи оп­
тимизации числа контрольных точек для нахож­
дения центра и радиуса базовой окружности при
расположении точек на профиле с равномерным 
угловым шагом [1].
Данная методика основывается на моделиро­
вании реальной поверхности с использованием, 
рядов Фурье. Минимально необходимое число 
контрольных точек определяется выражением
In
ln ( l - V f  )
1 - —arccos(l -  [sj)
( 1)
где P  -  вероятность того, что относительная по­
грешность измерения не превышает допустимо­
го значения [б]; [б] -  допустимое значение от­
носительной погрешности измерения.
Использование указанной выше методики в 
случае неравномерного расположения кон­
трольных точек (имеется в виду профиль, пред­
ставленный ограниченным участком окружно­
сти (рис. 2)) приводит к появлению относитель­
ной методической погрешности, превышающей 
50 %.
Рис. 2. Неравномерное расположение 
контрольных точек на профиле
Описанная ниже методика выполнения коор­
динатных измерений сложных поверхностей, 
представленных ограниченными участками ок­
ружности, имеет свои особенности, что позволя­
ет обеспечить значение относительной методи-
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ческой погрешности, не превышающее допус­
тимого.
Данная методика также основывается на ис­
пользовании рядов Фурье. Радиус-вектор реаль­
ного профиля поперечного сечения цилиндриче­
ской или конической поверхности может быть 
описан выражением
/?, (ср) = R0 + xk cos(fap + ocf.), (2)
где R0 -  номинальный радиус окружности; xk -  
амплитуда гармоники.
Определим относительную погрешность из­
мерения в данном сечении
где А = 2хк -  теоретическое значение погреш­
ности измерения; А* -  максимальное значение 
погрешности для данного сечения, полученное в 
ходе измерения, определяемое как
а, -  а ,
sin- = 1,
что равносильно условию
2
Это достигается для тех а, и а  ■, для кото­
рых разность |ос, — осу | достаточно близка к п .
Введем ряд условий:
1. Будем считать, что а х < а 2 < .... < а п.
2. Точки а-+1 и а, будем считать различны­
ми только в том случае, когда а /+1 -  а, > а* , где
* 2nz
а  = -^-^, z ~ угловой шаг измерения.
Подставляя в (4) вместо а  • величину а,- + %, 
получаем
A* =maxA/ y = max|/?7 -  Rj \ 
при ср = const и / Ф у, (3)
Rj (ф) = R0 + хк cos(kq> + а  .).
sin /сф + 2а,- + п
= 2хк max|cos/^ + а-|, / = 1, 2,..., п.
Величина А ограничивается предельно до­
пустимыми значениями, указанными в норма­
тивной документации, а А определяется как 
сумма инструментальной и методической со­
ставляющих погрешности (принимаем, что по­
грешность оператора и погрешность, возни­
кающая из-за отклонения условий измерения от 
нормальных, пренебрежимо малы).
Выполняя определенные преобразования, 
получим
A = хк |c o s (^  + ос,) -  cos(/^p + 0Су )| =
(4)
= 2хь sin
ос, -  а -
sin
 ^ а,- + а , Л
£ф + —------]-
Очевидно, что наибольшее значение А* мо­
гут реализовывать только те величины Д~, ам­
плитуда которых максимальна, т. е. когда
Рассмотрим п функций:
А* = 2хк [cos(/^p + aj )Р  
А 2 = 2хк [cos(/^p + a 2)];
Л*„ = 2дс* [cos (к(р + а п)].
J
Введем обозначение
(5)
У,(ф) =
Д,
А
= |cos(&(p + a,)|, (6)
где у i -  значение относительной погрешности в 
i-й точке.
Нас интересуют максимальные значения у,- 
на /-промежутке. В этом случае кривая у, на 
/-промежутке будет совпадать с Д*тах (рис. 3).
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Считаем, что функции у,(ф) определены 
формулами (5) на всем множестве действитель­
ных чисел.
Функция у(ф) = max {yj (ф),..., уп (ф)} имеет 
локальные максимумы в точках вида
тк -  ос,-
, / = 1 , л ,  т  = 0, ±1, ± 2 ,.. . .  Число та­
ких точек на отрезке О, 271 не более 2к.
Обозначим точки локального максимума, 
2кпопавшие в 0,- , символами ty так,
что I = 1,..., 2 п - \ .
Глобальный максимум функция у(ф)
принимает в точке h р такой, что
= шах {[г/ + 1 -  t t ] } .  Введем обозна­
чение A = \tp+]- t p\.
На рис. 4 представлен пример неравномерно­
го расположения точек, так как имеет место не­
полная окружность, ограниченная сектором 
2п
В данном случае на А, 2п расположены 2S
точек с равномерным шагом (шаг а  ), начиная
2кот точки
2%-а-у
2TC-0U
2я -сс2 
к
2тс-сс
а I J3 Ч
\
І 271-a j A . 1к S \/ ! k A \
> \ \
i  2 п -а 2 i \
L i  k 
i
i
i
т1 • i 0-  \ i
\ i /\ i /\ i /4 i у\ . i
1
-—
4-
- i \ \
Р и с . 4 . Н е р а в н о м е р н о е  р а с п о л о ж е н и е  т о ч ек  (н а и х у д ­
ш и й  в ар и ан т)
При этом дуга, ограниченная сектором
лл ,—  , определяется как 
к J
2тсA--=y ~(2S  - l) c c \ (7)
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Очевидно, что 8 = 1 -
А
cos— 
2
к
Поскольку 0 < а < А < — , соответственно
к
Д  7Г
О <к — <— и, следовательно, 
2 2
, Лcos к —
2
т. е.
5щах = l - C O S * y .
, Л-  cos к — , 
2
(8)
Определим уравнение, описывающее функ­
цию 8(ср) на [о, л]:
5( Ф)  =
l-|cosfap |, 0 < ф < — ; 
1 -|со5& (ф -Л )|, < ф < Л.
Плотность распределения случайной вели­
чины ф
1
/(ф)=_  *<
А
, 0 < ф < Л ;
О, фй[0,Л].
Найдем функцию распределения G(8) слу­
чайной величины 8
G( 8) = arccos(l -  8). (10)
Ак
Плотность вероятности #(ф) задается фор­
мулой
Нас интересует именно этот интервал, так 
как значения 8(ф) на нем могут быть получены 
только косвенно (контрольные точки на [0,л]
отсутствуют). Таким образом, анализируя 
имеющуюся информацию о поведении функции
8(ф) на
. 2 я
А’Т мы должны с достаточной ве­
роятностью получить значения 8(ср) на [О,л].
Для рассматриваемых углов ф косинусы по­
ложительны, поэтому
g(8 )= G /(8) = '
. 2 1 
Ак V i - ( i - s ) 2
0,
■, 0 < 8 < 8 ^ ;
( П )
S e ] 0,S max[-
Используя это, можно вычислить вероят­
ность того, что относительная ошибка контроля 
8 не превосходит некоторой допустимой вели- 
чины 8Д0П :
Г
1 - C O S  & ф ,
8( ф ) = -s
1 — cos & (ф — Л ), — < ф < л .  
2
(9)
Функция 8(ф) меняется на участке [0,8тах] 
немонотонно (рис. 5).
^ Д О П  ^ д о п  _  1
= Marccos(1_8)^J0"’
т. е.
р = ^ агссо^1_5доп^ (12) 
Отсюда определяем
^ = - ^ arccos(1- ^ ° n)-
Используя (8), находим число измерений 
п = 25, обеспечивающее (с вероятностью Р) по­
грешность измерения в пределах допуска:
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~  ~ (2^ -  l)e* = -^-arccos(l -  5 ).k кк
Откуда
2к 2 / о \25 = 1 + —  -  — г arccos(l -  8Д0П).
ка кР а
Поскольку а = ~KZ , то ’
360Jfe
и = 2 5= 1  + ^ ( 1 - ^ а г с с о 8 ( 1 - 5 доп)). (13)
Z I tr
Таким образом, количество контрольных то­
чек определяется требуемой точностью, угло­
вым шагом и заданной вероятностью.
Результаты расчета количества контрольных 
точек представлены в табл. 1 (угловой шаг из­
мерения z = 10°).
Таблица 1
р
5
0,5 0,4 0,3 0,2 0,1
п
0,99 13 16 19 23 27
0,95 12 15 18 22 27
0,9 11 14 17 21 26
0,8 7 11 15 19 25
0,7 3 7 12 17 23
0,6 3 3 7 13 20
0,5 3 3 3 7 17
Значения минимально необходимого числа 
контрольных точек с использованием методики 
для случая равномерно расположенных на про­
филе точек приведены в табл. 2.
Таблица 2
Р
8
0,5 0,4 0,3 С,2 0,1
п
0,99 14 16 19 24 35
0,95 10 12 14 17 25
0,68 5 6 7 9 12
Результаты сравнения расчетных значений 
минимально необходимого числа контрольных 
точек, полученных при использовании различ­
ных методик, приведены на рис. 6.
С целью практического применения данной 
методики может быть разработана программа 
для расчета необходимого числа контрольных 
точек.
Рис. 6. Результаты сравнения минимально необходимого 
числа контрольных точек, полученных при использовании 
различных методик. Относительная погрешность измере­
ния (1 -  5):1 -  методика, учитывающая неравномерное рас­
положение точек; 2 -  методика, не учитывающая неравно­
мерное расположение точек
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